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Introduccidn

» Sacaré contenido de Enders (2015), cap. 5, p. 285-317.

P> En el tema anterior, estudiamos modelos VAR simples y cémo se usan
para hacer prondsticos.

» Modelos multivariados como VARs describen la evolucién conjunta de
multiples series de tiempo.

» Capturan la interdependencia entre variables, por lo que son una
buena herramienta para hacer andlisis de causalidad: jcudl es el
efecto de cambios en una variable sobre otra(s) variable(s)?
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Residuos en VARs en forma reducida.

Efectos contempordneos: VARs estructurales.

i Coémo hacer anilisis estructural con VARs?

Expresion de VARs estructurales como VARs en forma reducida.

Residuos de forma reducida vs shocks estructurales.

© 606 6 06 0 ©

Identificacidén: imponer estructura para recuperar parametros y shocks
estructurales.

@ Funciones impulso-respuesta.
© Descomposiciéon de varianza.
© Aplicacién: politica monetaria en los EEUU.
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Residuos en VARs en forma reducida

» Estudiaron “VARs en forma reducida”. Cada variable se expresa como
funcién de rezagos de si misma y de otras variables.

> VARs en forma reducida: buenas herramientas para hacer prondsticos.

» Pero no son dtiles para estudiar causalidad, porque los residuos de
VARs en forma reducida usualmente estan correlacionados.

» Los residuos en forma reducida usualmente ocurren al mismo tiempo.

» Objetivo de VARs estructurales es identificar shocks no
correlacionados (o shocks “puros”).

» VARs estructurales se usan para estudiar relaciones causales entre
variables.

> ;i Qué efecto tiene un cambio (shock) en una variable del sistema
sobre las otras variables, manteniendo todo lo demas constante?
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Residuos en VARs en forma reducida: ejemplo

» Consideren un VAR con inflacién y tasa de politica monetaria (TPM).

» Para estudiar el efecto causal de la TPM sobre la inflacién, se
necesita identificar shocks puros (no correlacionados) a la TPM.

» Shock puro a la TPM = cambio en la TPM con todo lo demds
constante.

» Si residuos de TPM e inflacidn estan correlacionados, como es
probable en un VAR en forma reducida, podrian reflejar otro shock
subyacente, como un shock de demanda que empuja ala TPM vy ala
inflacién en la misma direccién (este shock generaria correlacién
positiva en los residuos).

» Si residuos de TPM estan correlacionados con otros, no sirven para
analizar efecto causal de TPM sobre inflacién.

Juan Guerra-Salas 5/38



Efectos contemporaneos: VARs estructurales

» En VARs en forma reducida, las variables solo responden a rezagos de si mismas y
otras variables.

» No necesariamente es el caso. Ej: VAR con TPM e inflacién. En frecuencia
trimestral, TPM puede responder a cambios en la inflacién de manera
contemporanea.

» Un VAR estructural (VAR en forma primitiva) contiene efectos contempordneos y
perturbaciones no correlacionadas, es decir, innovaciones o shocks puros.
Consideren el siguiente VAR(1):

Yt = 7byzzt + YyyYt—1 + YyzZt—1 + Uyt
Zy = —Dzy Yt + Yzy Yt—1 + YzzZt—1 + Uz

> Cov(uy, uz) = 0.

» A diferencia de un VAR en forma reducida, este sistema no puede estimarse por
MCO (OLS). Sufriria de sesgo de ecuaciones simultidneas: regresores y errores
estarian correlacionados.

» Shock a uy: afectaria a z; a través de su efecto en y;. uy:, z; estarian
correlacionados, lo que violaria el supuesto basico de OLS.

Juan Guerra-Salas 6/38



Efectos contempordneos: VARs estructurales (co

P ;Por qué no estan correlacionados los shocks en el VAR estructural de
la ld&mina anterior?

» Porque la presencia de regresores contemporaneos captura la relacién
contemporanea entre las variables.

» En el ejemplo de un VAR con la TPM e inflacién, la ecuacién para la
inflacién 7 tendria a la TPM R; como un regresor.

o El coeficiente de R; capturaria el co-movimiento contempordneo entre
Tt, Rt-

e Este co-movimiento incluiria, por ejemplo, el rol de shocks de demanda
que generan movimientos de m y R en la misma direccién.

e Por lo tanto, el shock a 7 es el cambio inesperado en la inflacién,
“controlando por” el co-movimiento contemporaneo. = Es un shock
puro.
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i Como hacer analisis estructural con VARs?

» El VAR estructural no puede estimarse directamente.

» Pero puede expresarse como un VAR en forma reducida.
» El procedimiento consiste, entonces, en:

@ Estimar el VAR en forma reducida (OLS, por ejemplo), y

@ ‘“Imponer estructura” para recuperar los pardmetros y los shocks del
VAR estructural. Usaremos estos pardmetros para pensar en el sistema
en términos de causalidad: causas y efectos.
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Expresion de VARs estructurales como VARs en forma

reducida

» El VAR estructural en forma de matrix:

1 byz Y _ Vyy  Vyz| |Yt—1 + Uyt
bzy 1 Zt Vzy  Vzz| |Zt—1 Uzt

BXt = rXt_l + ug

2
- n-[F 3]

» Al premultiplicar por B~ se obtiene el VAR en forma reducida:
B 1Bx, = B I'x,_; + B lu,,
Xty = (bxt_] + €, o = Bilr; €t = Bilut.

» El sistema en forma reducida puede escribirse como

Yt = <Z5yy}/t71 + ¢yzzt71 + 61’
Zr = ¢zy}/t—1 F PrrZi_1 + Uy,

> donde e = [d; v4]'.
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Residuos de forma reducida vs shocks estructurales

» Tenemos ¢ = B~ 1lu,.

» Es decir, los residuos de forma reducida ¢; son una combinacidn de los
shocks estructurales.

» Al calcular la inversa de B y multiplicarla por uy se obtiene [detalles
en Apéndice Al:

(St . 1 1 _byz Uyt
ve| ]-_byzbzy _be 1 Uzt

5, = (uye — byzuz)
(1= byzbzy)
Uy = (uzt — bzyuye)
(1 — byzbzy)

» Podemos ver que si usdramos residuos en forma reducida para hacer
anilisis de causalidad, estarifamos mezclando varios shocks
subyacentes.
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|dentificacion: imponer estructura para recuperar

pardmetros y shocks estructurales (1/5)

» Estimacion del VAR en forma reducida ofrece cuatro parametros (¢,

¢yz: ¢zyv ¢zz)-

» Adicionalmente, a partir de los residuos estimados [d; 1], podemos
calcular los tres elementos de la matriz de varianza-covarianza:
var(0¢), var(vt), cov(de, vt).

» En total, la estimacion del VAR en forma reducida ofrece siete
parametros.

» El VAR estructural tiene ocho parametros:

o Los dos elementos de B: by, b, .

o Los cuatro elementos de I': vy, Vyz, Yz Vaz-

o La varianza de los shocks estructurales: var(uy:), var(uz). (Recuerden
que la covarianza de los shocks estructurales es cero por definicién.)

» Entonces, el sistema estructural estd subidentificado.
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|dentificacién (2/5)

» Necesitamos (al menos) una restriccién adicional para identificar el
VAR estructural.

» Una practica comin es imponer una estructura recursiva en el VAR
estructural:

e Supongamos que queremos imponer que by, = 0 en el sistema
estructural.

o Es decir, que z; no afecta a y; de manera contemporanea, sino solo con
un rezago. y; si afecta a z; de manera contemporanea.

o Esta restriccidon puede motivarse por teoria o intuicién.

o Ej: VAR con TPM e inflacién. Seria razonable suponer que TPM
afecta a inflacién con rezago debido a rigidez de precios.

o Esta restriccién reducde el nimero de pardmetros en el VAR estructural
a siete, el mismo nimero de parametros que ofrece la estimacion del
VAR en forma reducida. El sistema estd identificado. Veremos que
podemos recuperar todos los parametros estructurales, y por
tanto, los shocks estructurales.
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|dentificacién (3/5)

» Con la restriccién by, = 0, los residuos son:

(51- = Uyt

Vi = Uzt — bzyuyt

» Las varianzas y co-varianza de los residuos (detalles en apéndice B):

var(d¢) = 0}2, (1)
var(vy) = 02 + bgya)z, (2)
COV((st, I/t) = —bzyO'}2, (3)

P> Este es un sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas:

o De la primera ecuacién tenemos o2 = var(6;).

y
o De la tercera ecuacién, by, = —cov(d;,1t)/07.
o De la segunda ecuacién, 02 = var(v;) — b3,02.
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|dentificacién (4/5)

> Hemos encontrado tres de los pardmetros estructurales. Nos quedan
cuatro.

» El VAR estructural con la restriccién by, = 0 impuesta:
P | R el o R
= +
bzy 1] |z Yzy  Vzz| | Zt-1 Uzt

» Al premultiplicar por B™1: [detalles de la inversa en apéndice C]

ye| _ L0 vy ’sz] [Ytl] n [ 1 0] |:Uyt:|

Zt —bzy 1] [Vzy V2| |Zt—1 —byy, 1] |uz
|:Yt] _ |: Yyy Vyz :| [Yt—1:| + |: Uyt :|
Zt Vzy — befyyy Vzz — bzy’sz Zt—1 Uzt — bzy Uyt
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Identificacié

» Recuerden que el VAR en forma reducida estimado es:
Ye| _ ¢yy ¢yz Yi—1 + Ot
Zt ¢zy Gzz| |Zt-1 Vt

» Entonces, al igualar coeficientes, tiene que ser que:

° Yy = Dy
Vyz = d)yz

Vzy — zy'Vyy ¢zy
’Yzz - zy’sz - ¢zz

» Hemos recuperado los siete pardmetros del modelo estructural.

» También podriamos construir la secuencia de shocks estructurales
(sabemos cémo se relacionan a los residuos).

» lIdentificaciéon mediante estructura recursiva es equivalente a una
descomposicion de Cholesky de la matriz de varianza-covarianza de
los residuos en forma reducida.
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Funciones impulso-respuesta (1/5)

» Con los pardmetros estructurales y shocks, podemos hacer anilisis
interesantes como impulso-respuestas y descomposiciones de varianza,
y darles una interpretacién causal.

» Las funciones impulso-respuesta describen el efecto de un shock de
una vez a una variable sobre la(s) otra(s).

» Noten que necesitamos shocks puros que no estén correlacionados.
En nuestra identificacién por descomposicion de Cholesky
recuperamos los pardmetros asociados al VAR estructural, en el que
los shocks no estan correlacionados.

» Es dtil notar que la funcidén impulso-respuesta es idéntica a la
representaciéon media mévil vectorial del VAR: VMA (vector moving
average). (Recuerden que un VAR(1) puede representarse como un
VMA(0).)
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Funciones impulso-respuesta (2/5)

» El VAR(1) en forma reducida que estamos estudiando es:

Xt = Pxg_1 + €

I:Yt:| _ [¢yy ¢yz:| [Yt1:| + |:5t:|
Zt ¢zy ¢zz Zr—1 Vi
» Tiene la siguiente representacién VMA (si el VAR es estable; la

condicién de estabilidad es andloga a la de un proceso AR(1)
[derivacién en el apéndice D]):

Xt:Z(biftfi
i=0
Yt - ¢yy ¢yz 5ti:|
|:Zt:| Z |:¢zy ¢zz:| |:Vt—i

i=0
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Funciones impulso-respuesta (3/5)

P> Recuerden que el vector de residuos en forma reducida es una funcién
de los shocks estructurales. Con la restriccion de Cholesky que

impusimos:
5[’ o 1 0 Uyt
[’/J a [_bzy J [uzt - talque

ye| _ = [byy qsyz]"[ 1 o] [}
|:Zt:| Iz_; |:¢zy G2z *bzy 1) {Uze—i

» Simplifiquemos la notacién definiendo @, con elementos 6 (i):

[ty b [ 10
o=l vl [, 1]

=2 s o) (o]
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Funciones impulso-respuesta (4/5)

oo
Xt = E Oiu_;
i=0

» Esta expresion puede usarse para obtener el efecto de cada shock en las variables
del sistema:

e Supongamos que queremos analizar el efecto de un shock unitario de
una sola vez.

e El shock ocurre en el periodo t; es cero en cualquier otro periodo.

o Para obtener el efecto de u; en la evolucién de x (queremos saber
Oxyyi/Ouy), se adelanta la representacién VMA:

> 0
xe =Y O = Oou + Oyur1+ - = Opuy
i=0

> 0
X+l = E Oiuri1-i = Optir1 + O1up + - - = O1u;
=0

> 0 0
Xep2 = Oy i = Oetra + Ortiei + Ooue + -+ = Opuy
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Funciones impulso-respuesta (5/5)

» Entonces, las ©; determinan el impacto de uy sobre x: aax—l‘jf =0

» Las funciones impulso-respuesta son graficos de los elementos de ©; a
lo largo de i:

o Al graficar 611(/) a lo largo de i obtenemos el impacto de un shock
unitario a u,; sobre y.

o Al graficar 612(f) a lo largo de i obtenemos el impacto de un shock
unitario a u,; sobre y.

o Al graficar 051(/) a lo largo de i obtenemos el impacto de un shock
unitario a u,; sobre z.

o Al graficar 62,(i) a lo largo de i obtenemos el impacto de un shock

unitario a u,; sobre z.

> Noten que al trabajar con un VAR estable, los efectos de shocks de
una sola vez eventualmente se desvanecen, es decir, las variables
regresan a cero (o a su media).
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Descomposicién de varianza (1/5)

> La descomposicién de varianza del error de pronéstico (FEVD, por forecast
error variance decomposition) es otra herramienta que se usa para aprender
sobre la relacién estructural entre variables.

» Es la proporcién del movimiento de cada variable del sistema que se atribuye
a cada uno de los shocks estructurales.

» Recuerden que la forma reducida del VAR es x; = ®x¢_1 + €.

v

Sus prondsticos son Ey(xiik) = ®*x;.

» Los errores de prondstico son:

Xer1 — Ee(Xer1) = ®PXe + €41 — Pxe = €41

Xer2 — Er(Xer2) = ®PXep1 + €42 — 2,
= O(Dx; + €rp1) + 2 — P2,
= ®%x; + Pepy1 + epi2 — Pxe
=Per 1 + €2

2 k—1
Xerk — Ee(Xepk) = €erk + Pepyu—1 + Poeru2 + -+ O ey
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Descomposicién de varianza (2/5)

» Ahora consideren el error de prondstico en términos de la forma VMA del
modelo estructural: x; = Zio O;u;_;, donde

oo 28]l A, 9 ol
921(’) 922(’) (bzy ¢)zz _bzy 1’ Uzt
» El prondstico y error de prondstico un periodo hacia adelante son:

oo
Xt+1 = E Oiug1-i

0
Et(xt+1) :M+ Et(G)lut) + Et(ezutfl) + -

= 0O1u + Oauy 1 + - -

= Z Oiug i1

Xt+1 — Et Xt+1 E Oiug 1 E Oiutr1-i = Oguey
i=0 i=1

Juan Guerra-Salas



Descomposicién de varianza (3/5)

» El prondstico y error de prondstico k periodos adelante son:

[oe)
Xk = E Oiup ki

0

0
Ei(xen) = Ex(@ouiii) + E(@seric 1) + -+

+ Et(Okut) + E+(Oxy1ue—1) + - -

oo
= O i
i=k

Xt+k — Et Xt+k Z@ Ut k—i g Oiug ki = E Oiug ki

» El error de prondstico k perlodos adelante se produce por
realizaciones de shocks futuros: desde uy1 (cuando i = k — 1), hasta
Uik (cuando i = 0).
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Descomposicién de varianza (4/5)

» Consideren el error de prondsitco de y;, la primera variable endégena del

vector Xg:

Virk — Ee(Yerk) = 011(0) tyegic + 611 (1) typgi—1 + - - + O11(k — 1) tyeia
+ 012(0) uzey i + O12(D) tzpgph—1 + -+ - + O12(k — 1)uzeqq

» Ahora tomemos la varianza de este error, y llamémosla o, (k)?:

Uy(k)z = vare[Verk — Ee(Yeri)]
— 911(0)20)2, + 011(1)205 ot Oy (k — 1)205
+012(0)%02 + 012(1)%02 + -+ + O1a(k — 1)%02
= 05[911(0)2 +011(1)% + -+ 011 (k — 1)?]
+ 02[012(0)? + O12(1)? + - - + O1o(k — 1)?]
» Esta varianza solo depende de parametros, y tiene dos partes: una asociada

a la varianza del shock de la misma variable 0}2,, y otra a la varianza del

shock de z, 03.
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Descomposicién de varianza (5/5)

» Entonces O'y(k)2 puede descomponerse en las proporciones asociadas
a cada shock. Las proporciones asociadas a los shocks en las
secuencias {uy:}, {uz} son:

o2[011(0)2 + 011 (1) + - - + 011 (k — 1)?]
Uy(k)z

02[012(0)% + 012(1)% + - - - + O1a(k — 1)?]
Uy(k)2

» En investigaciéon aplicada, es comin reportar la FEVD a distintos
horizontes.

> Mientras el horizonte aumenta, la FEVD converge. Cuando tiende a
infinito, se obtiene la contribucién de cada shock a la varianza de
cada serie. (Cochrane, pp. 54).
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Aplicacién: politica monetaria en los EEUU

» Stock y Watson (2001) evaltan la utilidad de los modelos VAR en las
siguientes dimensiones:

o Descripciéon de datos.
o Prondsticos.

e Inferencia estructural.
e Anilisis de politica.

P llustran el desempeio de VARs con una aplicacién al andlisis de la
politica monetaria de los EEUU.

> Mais alld de modelos VAR, es una excelente revisién del trabajo de
macroeconomistas aplicados.
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Un VAR para anilisis de politica monetaria (1/2)

» Consideren el siguiente VAR en forma reducida:

Tt Cr $11 P12 13| |TMe-1 Ert
ug| = |cu| + [P21 @22 @23 |Ur—1| + |Eut |,
Ry CR ¢$31 ¢32 ¢33]| |Re—1 ERt

» donde 7 es la tasa de inflacién, u; es la tasa de desempleo, y R; es la
tasa de interés de los fondos federales.

P La politica monetaria se implementa principalmente a través de la
tasa fed funds. Tiene por objetivo estabilizar la inflacién y contribuir
al pleno empleo.

» Para estudiar los efectos de un shock de politica monetaria (a la tasa
fed funds), se debe identificar shocks estructurales.
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Un VAR para analisis de politica monetaria (2/2)

» Consideren los siguientes supuestos de identificacién para el VAR de
politica monetaria (la frecuencia de los datos es trimestral):

o La Fed puede observar y responder a w, u de manera contempordnea.
e Rigidez de precios: 7 afecta a u de manera contemporanea, pero u ni

R afectan a m de manera contemporanea.

» Con estos supuestos, el VAR estructural toma la siguiente forma:

Tt = Cr + Q11Te—1 + P12Us—1 + P13Re—1 + Vit
Ur = Cy + bo1m¢ + Po1me—1 + PooUr—1 + P23 Re—1 + Ve
R: = cr + b317e + b3our + o171 + PooU—1 + $23Re—1 + VRt

> A diferencia de €,¢, €4t, €re, que pueden estar correlacionados, v+,
Vyt, VRt NO estdn correlacionados.

» La estructura proviene de supuestos tedricos suaves que permiten
identificar shocks de politica monetaria.
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Efectos dindmicos de un shock de politica
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Descomposicion de varianza

Var. Decomp. (Per. Pts.)

F'cast Horizon  F'cast St. Err. 7 u R

Variance Decomposition of

1 1.03 100 0 0
4 1.42 92 7 1
8 1.82 87 12 1
12 2.04 86 12 2
Variance Decomposition of u
1 0.23 0 100 0
4 0.64 0 97 2
8 0.80 8 79 12
12 0.95 22 61 18
Variance Decomposition of R
1 0.89 3 20 77
4 1.90 13 48 39
8 2.49 16 56 28
12 2.67 21 54 25
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Extension: reaccidon de la politica monetaria a la inflacidn,

pre- y post-Volcker (1/3)

» Hay evidencia de que el comportamiento de la Fed cambié
sustancialmente después de que Paul Volcker asumié como chairman
en 1979.

» En la era Volcker-Greenspan, la reaccién a la inflacién es mas fuerte
que en la era pre-Volcker (véase, por ej., Clarida, Gali and Gertler,
QJE, 2000).

Inflation Unemployment Rate Fed Funds Rate
15 12 20

10 s
£
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Extension: reaccidon de la politica monetaria a la inflacidn,

pre- y post-Volcker (2/3)

» La ecuacién de la tasa fed funds en el VAR se puede interpretar como
una regla de politica monetaria que captura la respuesta de la tasa a
la inflacién y al desempleo.

» Estimo el VAR para dos sub-muestras 1960:T1-1979:T4, and
1980:T1-2007:T4, y analizo la respuesta de la tasa fed funds a un
shock inflacionario.
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Extension: reaccidon de la politica monetaria a la inflacidn,

pre- y post-Volcker (3/3)

Inflation Shock to Inflation Inflation Shock to Unemployment Inflation Shock to Int. Rate

125 0.40 1
0.30
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0.10
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-0.10

-0.20 0

1.00
2075
©

2 050

206
3

Percent

0.25

Red: Pre-Volcker. Blue: Post-Volcker

» En el periodo pre-Volcker, la tasa de interés es mucho menos sensible a un
shock inflacionario.

» La Fed tolera una inflacién persistentemente sobre su media, y el desempleo
sube moderadamente.

» En la era Volcker-Greenspan, la Fed reacciona agresivamente al shock
inflacionario, lo que genera un mayor aumento del desempleo.
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Appendix A (1/2)

» Derivation of the inverse of B

_ |1 b
s, 1]

» The inverse is one over the determinant, times the transpose of the matrix
of cofactors:

1
B™!'= - G
B| ®
|B| =1- byzbe
Ca — Mg x 1 ?f/:Jrj::even
-1 ifi4+j=odd

where Mg is the matrix of minors and /, j are the row and column number
of each element.

1 b 1 —b
wefd 5] el ¥
B {byz 1 B~ l-b, 1

1 1 —b
371: yz
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Appendix A (2/2)

1 1 —b u
€ :B_lu :|: yz:||:yt:|
t t 1-— byzbzy _bzy 1 Uzt

— 1 [”yt - byzuzt]
1-— byzbzy Uzt — bzy Uyt
Then:
5, = (uyt - byzuzt)
(1 = byzbzy)
_ (uze = bzyuye)
Vp =~
(1= byeb)
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» The vector of structural shocks [u,; uy] has variance-covariance matrix
¥
0 of ’
» The reduced-form residuals are a combination of the structural shocks:
61’ = Uyt
Vi = Uzt — bzyuyt

var(8;) = o}

var(ve) = E[(ve — E(ve))(ve — E(t))]
= E[vivr] = E[(uzt — bayuye)(uzt — bzyuye)]

= E[u, + b3, 1},
2
_U +be y

cov(0¢,v¢) = E[(6: — E(0¢))(ve — E(14))]
= E[6¢v¢] = E[uye(uze — bzyuy)]

= E[~byyuy] = —byyo?
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1 0
8= |y, 1)
1
B_l—il
B
Bl =1
Ca = Mg x 1 ifl:—i—j::even
-1 ifi4+j=odd
|1 by |1 —=by
ve=o 7 @]y 1)

1 0
o,
—by 1
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» The VAR(1) x¢ = ®x_1 + € has a VMA(oc0) representation if it's
stable. Stability requires that the eigenvalues of ® be smaller than
one in modulus (modulus of real number is its absolute value;
modulus of imaginary number a + bi is v/a2 + b?; an eigenvalue \ of
a matrix is also known as its characteristic value, and is the solution
to the matrix’s characteristic equation |® — Al| = 0).

Xp = Pxg_1 + €
=O(Pxy_2 + 1) + €
= ¢’2Xt_2 4+ OPe;_1 +
= d*x, y + q’k_lﬁt—k-s-l +o Pt

oo

= E ®'c;_;, since lim ®*x,_, =0
0 k—o00
=

if the VAR(1) is stable.
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